Modeliranje kemijskih
reakcija

Kemijska reakcija se moze shvatiti kao vremenski proces pri kojemu do-
lazi do promjene jednih tvari (reaktanti) u druge (produkti). Za mate-
maticku interpretaciju tog procesa pomoc¢u dinamickih sustava predposta-
vit ¢emo najjednostavniju situaciju: sve se odvija u zatvorenom sustavu
stalnog obujma, tako da vrijede zakoni sa¢uvanja. Nadalje, radi jednostav-
nosti, smatrat ¢emo da u reakciji sudjeluju molekule (ukljucujuéi atome)
koje ¢emo oznacavati velikim slovima: A, B, C,.... Takodjer, smatrat ¢emo
da je temperatura cijelo vrijeme konstantna. Iako bi se sve moglo provoditi
i razmatrajué¢i promjenu broja molekula A(t), B(t),C(t),... pri procesu u
vremenu t, uobicajeno je i jednostavnije razmatrati promjenu pripadajuéih
molarnih koncentracija [A(t)], [B(t)], [C(t)], ... (podsjetimo da se sve odvija
unutar fiksiranog prostora stalnog obujma). Sliéno kao do sad, u pravilu
¢emo izostavljati oznaku t i pisati [A],[B],[C],.... Uz neke predpostavke,
brzina promjena je obi¢no proporcionalna umnosku koncentracija tvari koji
sudjeluju u reakciji. To je uvijek za elementarne reakcije. Opdéenito nije
tako, veé je puno slozenije. Da izbjegnemo nesporazume narocito s pojmom
brzine kemijske reakcije, koja je jedinstvena za svaku kemijsku reakciju (i
koja se u pravilu razlikuje od brzina promjene pojedinih tvari), navest ¢emo
neke primjere koji ¢e biti dovoljni za nase razmatranje.

Kemijske reakcije prvog reda. Takve su, primjerice:
(i) Radioaktivni raspad
A— -

pri kojemu se molekule A raspadaju brzinom proporcionalnom njihovoj
koli¢ini (zato je to reakcija prvog reda). Pripadna diferencijalna jednadzba
je
d[A]
dt
Drugim rije¢ima, koncentracija [A] se smanjuje brzinom k[A], konstanta k
zove se koeficijentom raspadanja. RjeSenje ove diferencijalne jednadzbe je,

— —k[A]. 1)
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kako smo ve¢ ranije vidjeli
[A] = [A(0)]e ™™,

tj. koncentracija eksponencijalno opada od pocetne vrijednosti [A(0)] prema
nuli (sl. 1.).
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(ii) Prijelaz

gdje molekula A pri reakciji prelazi u molekulu B. Tu opéenito znamo da
sed[[ﬁ] srg[zg]ljuje (t] % < 0), a [B] povecava (tj. % > 0), tako da je

—g = —aq 1toje brzina reakcije. Reakcija je prvog reda ako je
d[A] d|B]
—— = —k[|A]; — =k[A 2

gdje je k pozitivna konstanta (konstanta reakcije). Tu je, a i inace kad je
rije¢ o konstanti reakcije, vazna predpostavka stalne temperature, iako na
k mogu utJecatl i drugi faktori. Intuitivno je jasno, a i izlazi izravno iz
Md[fl] + [ l =0 daje [A(t)] + [B(t)] = konstanta Ay koja mora biti
[A(O )] [B (0)] pa je dovoljno rijesiti prvu jednadzbu u (2), §to je isto kao
i(1), a B se dobije iz B = Ag— A (sl. 2).
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(iii) Disocijacija

A— B+C,

gdje se molekula A raspada molekulu B i molekulu C'. Tu je brzina kemijske
d[A] _ d[B] _ d[C]

reakcije jednaka —=7= = =7~ = —7~. Reakcija je prvog reda ako je jos
d[A] d[B] d[C]
= — . = A : = A

za pozitivnu konstantu k. I tu je opet dovoljno gledati samo prvu jednadzbu,
jer je [A(t)] + [B(t)] = konstanta i [A(t)] + [C(t)] = konstanta za svaki ¢.
Kemijske reakcije drugog reda. Razmotrimo bimolekulnu reakciju

A+B—C,

u ko%oj se spaja molekula A s molekulom B i nastaje molekula C. Tu je

_dA] . _dBl Y]y, je jednako brzini reakcije. Reakcija je drugog

ctlit o d.t 5 dt
reda ako je jos
dc] da] dB]
S kAB) S = —kA)[B); S = HAIB ¢
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Naziv dolazi od ukupnog stupnja produkta [A][B], tu su [4], [B] prvog stup-
nja, a ukupni stupanj je 1 +1 = 2.

Kako je ovdje [A(t)]+[C(t)] = Ao = konstanta i [B(t)]+[C(t)] = By = kons-
tanta, za sve t, dovoljno je gledati prvu jednadzbu uz zamjene [A] = Ay —[C]
i [B] = By — [C], pa dobijemo jednadzbu

d[C]
dt
koja je egzaktno rjesiva. Da zapisemo rjesenje, predpostavimo radi jednos-
tavnosti da je [C(0)] = 0 (5to je logi¢no), pa je Ag = [A(0)] i By = [B(0)].
Neka je jos [A(0)] > [B(0)] (slucaj [A(0)] < [B(0)] potpuno je analogan
ovomu, dok je za [A(0)] = [B(0)] tip rjesenja bitno razli¢it). Tada je

ek ([AO)]-[BO)E _ 1
ek([A(0)]=[B(0)))t [B(O)] *

[A(0)]

= k(4o — [C])(Bo — [C]), (5)

[C]=[B(0

Na sl. 3 dobro se vidi da je to usporeno rastuca funkcija (u ovisnosti o t)
koja polazi od nule za ¢ = 0 i priblizava se [B(0)] (5to je logi¢no, jer proces
zavrSava kad nestanu molekule B i tada je koncentracija molekula C' jednaka
koncentraciji molekula B, dok molekula A malo ostane.
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Na slici 4. predocena je promjena svih triju koncentracija u vremenu.
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Ovo do sad su bili primjeri jednostavno zapisanih kemijskih reakcija. Sad

+
¢emo kombinirati bimolekulnu reakciju A + B LiNYo! (gdje oznaka k™ znaci
da je reakcija drugog reda s konstantom reakcije k) s njoj reverzibilnom

c*a + B ((gdje oznaka k~ znaci da je reakcija prvog reda s konstantom
reakcije k7). Sve se moze se zapisati jednom formulom

Et
A+ B=C.
E—

To vodi do sljedeteg dinamickog sustava
d[C] d[A]
dt dt

. d[B]

=k [A] [B]—k*[C’]; At

=k AB+E[C); 22 =k [A)[B]+k[C).

(6)
Lovdje je [A(t)]+[C(t)] = Ap = konstanta i [B(t)]+[C(t)] = By = konstanta,
za sve t, pa se ovaj trodimenzijski sustav svodi na prvu jednadzbu uz zamjene

[A] = Ap — [C] i [B] = By — [C]. Dobijemo

dilf] — k(Ao — [C])(Bo — [C]) — k7 [C]. (7)
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I ova je jednadzba egzaktno rjesiva.

Primjer enzimske kemijske reakcije.
Razmotrimo slozenu kemijsku reakciju

k
S+E=Cc*piE,
k_1

tako da je S suptrakt, F enzim, C' je kompleks sastavljen od S i E (i ¢esto
se oznacava kao SFE); uz reakciju nastajanja kompleksa, stalno je prisutna
i reverzibilna reakcija razgradnje kompleksa na suptrakt i enzim. Konacno,
kompleks se razgradjuje na produkt P i enzim E. Vidimo da je tu enzim
katalizator, on reagira sa S, a poslije se opet oslobadja razgradnjom kom-
pleksa C' = SE. Pripadni dinamicki sustav je ¢etverodimenzijski:

A8 — ki [S)[E) - k-a[C] = kalCT; % = —a[S)[E] + k1 [C);

% = —k1[S][E] + k-1[C] + k2[CT; % = k2[C].

Taj sustav mozemo reducirati do dvodimenzijskog. Najprije uo¢imo da se P
pojavljuje samo u posljednjoj jednadzbi pa mozemo razmatrati samo prve
tri. Nadalje, vidi se da je [E(t)] + [C(t)] = Eo = konstanta, za sve t,
pa treéu jednadzbu mozemo izostaviti, a u prvim dvjema uvesti zamjenu
[E] = Ey — [C]. Dobijemo

T ha(81(Bo (€D~ (b + 1)€Y D) = 1)~ (O] + k]
(8)
Nakon rjesavanja ovog sustava, F odredimo iz [E] = Ey—[C], dok je s P pro-
blem nesto slozeniji: treba rjeSavati diferencijalnu jednadzbu % = ko[C].
Problem je sto sustav (8) nije egzaktno rjesiv. Naravno, sve se moze provesti
numericki.
Michaelis-Menteni¢ina redukcija. Sustav (8) moze se priblizno zami-
jeniti jednodimenzijskim. Opisat ¢emo takvu jednu redukciju, koja potjece
od Leonora Michaelisa i Maud Menten. U stvari, opisat ¢emo korekciju te
redukcije koju su napravili Briggs i Haldane, koja daje analogne formule uz

malu razliku u konstanti K,,. Napisimo prvu jednadzbu od (8) u obliku

dg] = k1 ([S)(Bo — [C)) — Km[CY)),
dje je
o _kath

K,
k1
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y . . . .. d[C g
Nakon nekog pocCetnog vremena ima smisla aproksimacija % ~ 0, Sto se

i eksperimentalno potvrdjuje. Ako tu pribliznu vrijednost zamijenimo jed-
nakoséu, dobijemo [S](Ey — [C]) — K [C] = 0, odakle slijedi

EylS]

= Kr 17

sto je eksplicitna veza od [C] pomocu [S]. To mozemo uvrstiti u prvu jed-
nadzbu od (8) i u jednadzbu % = ko[C] odakle dobijemo
dS) _ BohalS] . dIP] _ Fokals] o)
dt Kn+[S]” dt K, +][95]

Tako je ovo tek aproksimacija koja loSa za opis pocetka procesa, dosta je
popularna. Naime, jednadzbe (9) eksplicitno opisuju brzinu promjene sup-
trakta i produkta u ovisnosti o koli¢ini suptrakta.

Prva od ovih jednadzba moze se rijeSiti, pa uvrstiti u drugu tako da se i
ta druga moze rijesiti (barem numericki).



